David Lanzendorfer
Lineare Algebra

Regulédre Matrix

Besitzt eine Inverse:

(A: beliebige quadratische Matrix, E: Einheistmatrix)

(A|E) <- GauB fir A (E mitumformen)

=> (E|A™)

E wird zur Inversen A~"

Es gilt weiterhin: AA™" = E

Singulédre Matrix

Quadratische Matrix ohne Inverse (det(A)=0)

RL-Zerlegung

Man nimmt P (zu Beginn die Einheitsmatrix), und eine gegebene
Matrix A.

Nun macht man einen modifizierten GauR-Algorithmus, in dem man
an Stelle der Nullen, das negative der fir die Elimination
durchgefiihrten Operation notiert. Ausserdem soll diese Zahl um
Missverstandnisse zu vermeiden farbig markiert werden. Die fir die
Erzielung der ,Dreiecksform* nétigen Zeilenvertauschungen fiihrt man
analog in P (Einheitsmatrix) durch.

Den unteren, linken Teil von A fligen wir nun in eine Einheitsmatrix ein
und erhalten die Matrix L der Form:

1 0 0 a, a, as
L=|k, 1 0| sowiedieMatrix R=|0 a, as| welche den
ky ky 1 0 0 a,

oberen Rechten Teil der umgeformten Matrix enthalt.
Es gilt von nun an der Bezug: PA=LR
Anwendung: AX¥=b=LJ=b=>R¥=3
QR-Zerlegung

Es gelte: Ax—-¢=7

Wobei A gegeben sei und x die Werte erfrage.
Strecken a,b,c -> x=[a,b,c]

Beispiel:
a—280=r, 1 0 0 280
a+b—390=r, 1 1 0|/al (390
a+c—400=r, =1 0 1|(b|—|400|=7"
b+c—210=r, 0 I 1fle/ |210
c—118=r; 0 0 1] Z5 118
Normalgleichungen: 4" 4x=A"¢
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Wo
311 1070
A"AX=|1 2 1],47¢=| 600 |=GauB Forme (ATA|ATc) mit Gauf
1 1 3 728
Kreuzprodukt
a,beR’
a| |b)| |a,bs—a;b,
axb= a,|X|b,|=|a;b,—a,b,
4 b3 a,b,~ a2bl
VYaeR", n>2
ay ap Ay
a,= a?] | @y= a_zz vy =|%0-1|eR”
a,; ay; Ayn-1)
e a Ay (-1 e, ay A1)
4I><d.2>< ><a"7,=a’et éz a.zl az(n—l):e.z a.Zl Ay
: : Ar(n-1) : : As(p—1)
e, a, -1y €, a, A1)

4,b,¢eR", n=2
13>=a b=b"d

Kl ‘b‘cosi (a, b)

—21allB|-cos y
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Determinante
1-D ... 3-D
A=(a

ap

L)=det A=det(a,))=a,,

a a
A=|"1 = det A=det 2l=a,a,—

ay Ay

appds

ay Ay

ay ap dg a, ap

ay =det A=det as

a

A=\ay ay Ay axp

ay Gy dgy a3 ay Aay

Ay Gy — 0,00

12821 933 aya

=a,,0,,4,,10d,,0,05 14,50, 05, —a, a,

1272331 13721 —dy; 32

Laplacescher Entwicklungssatz
det A :Z (=1)"-a,-det A;(Entwicklung nach der j-ten Spalte)

det A= Z 1)/
Beispiel nach erster Zeile
012 2 1 31

3 2
1101010

-a,-det A;(Entwicklung nach der i-ten Zeile)

3 2

=0- ‘:0+1+2:3
11

-

Kern einer Matrix bestimmen

ap dp ap R v,’
A=|ay ay ay|—AV=0=Kern(A)={y,|
ay Ay ay VsJ

Also einfach das Ergebnis, wenn man einen vektor mit A multipliziert
und dann gleich Null setzt. Welcher Vektor muss Null ergeben? Dieser
Vektor ist dann der Kern.

Bild einer Matrix bestimmen
2 Méglichkeiten:

—  Wenn man die linear unabhangigen Spalten einer Matrix
bestimmen will, fiihrt man einfach elementare
Spaltenumformungen (Addition von vielfachen einer Spalte
zu einer andern; vertauschen von Spalten...) durch.

—  Wem die elementaren Zeilenumformungen mehr liegen, der
kann auch wie folgt vorgehen:

Man transponiert die Matrix, wendet Gauf’ an
und das, was nicht zur Nullzeile wird, sind die
Bilder der Matrix.
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Rang einer Matrix bestimmen

Einfach Gaul® machen: Sobald man die Dreiecksform hat, zahlt man
die Zeilen. Die Anzahl linear unabhangiger Gleichungen ist die
Dimension.

Eigenwert/Eigenvektor
4 . .‘fk :VE_ A Um was fiir einen Wert éandert sich der Vektor,
igenvektor igenwert
wenn man ihn mit der Matrix multipliziert? (Streckung)
Achtung Drehung: Der Eigenwert wird komplex!

Givensrotation
Allgemeine Givens-Rotations-Matrix:
1 0 0 0 0 0 0 00 0
01 0 0 0 0 0 00 0
0 0 0 0 0 00 0
0 0 0 cosp O -~ sin O O O
_{: 0 0 0 1 0 0 00 0
Un®=1 00 1 0w i 000
0 0 0 —sinp 0 cosp 0 0 O
00 0 0 0 0 1 0 0
00 0 (V1] 0 01 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

|
Eine nxn-Matrix U, (@), 1<p<q<n
Ist eine Einheitsmatrix wo die cosq,sing,—sin¢p entsprechend
dem Bild die Einsen und Nullen ersetzen.
Die beiden Kosinusse liegen auf der Diagonale, die Sinlsse sind
Senkrecht driiber/drunter.

Spur einer Matrix bestimmen

Spur (A)= Trace(A)=z ay=a,+an+..+a,,
j=1
Wenn die Spur 0 ist, nennt man die Matrix ,spurfrei®
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Komplexe Analysis

Elementare Definitionen
Fir alle Definitionen gelte /' ,g€C

Skalarprodukt von Funktionen:
c+T
(f. &=

—ff

Norm einer Funktlon.

(t)dt#(g, f),c=0

[.r 7

Nl T 7 7N }L 2 L

H.f\l.—v<f,f>—\,T{|f(r>| d=\7[ 710
Produkt von Funktionen'

Zaz g(z sz

k=0 =0

f<z>g<z)=i ¢, ld<p

r=0

= Z akaz a. b

k+1=r 1=0
Komplexe Winkelfunktionen:

Wenn f,g konvergent fg ebenfalls

) x+iv|_ x
e V=¢"(cos y+isiny) € _|fe
=arg(e™”)=y

—1 1 —1 1

cos(i)= sin (i) —€ (cos(i)>1,sin(i)€ C\R)
Kehrwert:

1 1 X .=y 1 x 1 -y

e LT, i R E 5.3

z xtiy x+y x+y z x+y z x+y
Komplexer Logarithmus

log(z):=In|z|+i Argz
Argument

Arg z=arctan 3z = Argz=arctan L

Rz [R==x X

Jz=y

Begnffe
Singularitat: Nicht definiertes Ergebnis der Funktion

. Evau: Einschwing/Einschaltvorgang

. Holomorph: An jedem Punkt aus der Definitionsmenge komplex
differenzierbar. Erfiillt wenn gilt:

S x+iy)=ulx, y)+iv(x, y)
Su_sv, 5u__sv  CRDGL
ox o6y Oy ox

. Meromorph: Eine Funktion, die sich als Bruch darstellen 1aft,
wobei Zahler und Nenner holomorph sind.
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. Isolierte Singularitdten: Rund um die Singularitat holomorph.
Genauerer Twyp kann man aus der Laurentreihe von f an z,

Z a,(z—z,)

o Hebbare Singularitdt wenn der Hauptteil (a,=0,n<0) verschwindet
o Polstelle k-ter Ordnung wenn der Hauptteil abbricht (a,=0,n<-k)
o Wesentliche Singularitat wenn: Weder Polstelle noch hebbar

ablesen:

Residuensatz

Ist fin G analytisch, bis auf isolierte Singularitaten, ist C eine einfach
geschlossene, stiickweise glatte Kurve in G, die keine Singularitaten
berihrt, und die ganz in G liegt. Dann ist

zmgﬁf dz:;Res(f

Wie findet man das Residuum?
- Ist der Pol von erster Ordnung, so bestimmt man
Res(f ,z,)=lim (z—z,) f(z)

—  Bei Polen n-ter Ordnung

,Zn)

N 1 dm! o
Res(f’zo)—iﬂmf((z z,)' f(2)]
—  Hatfdie Form %j)) ,wobei  %(z,)=0 und
h'(z,)#0 findet man das Residuum durch
o glzy)
Res(f ,zo)—h )
Beispiel:
g e
z)=
f(z) P
z 1 & . &
Res| —%— 1|=lim — % {(z—1
(z=1) ] e Zfd‘(( ) (z—l)”)
—limliz 11ml £
=lim 5 gz ¢ Tlimg =3

ord(f,1)=-3 => Pol 3-ter Ordnung
ord(f,a)=-k => Pol k-ter Ordnung

Die Cauchy-Integralformel

Sei die Funktion f analytisch auf dem Gebiet G. C sei eine
geschlossene Kurve, die samt ihrem Innern in G enthalten ist.

Dann gilt:
sz,

_ 1
f(z)_ZTri? z
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Und die verallgemelnerte Cauchy-Integralformel:
1= L e

Die Aussage des Satzes ist, da® man aus der Kenntnis der
Funktionswerte am Rand des Analytizitdtsgebiets alle Funktionswerte
im Innern bestimmen kann.

2Trl

Beispiel:
Sﬁ sin z) dz,Radius: r =2, Pol: == (Pol im inneren des Kreises)
v 2z—m 2
1. 1. .
ZO=§,f(z)=5smz='2Trzgsm =i
Laurent-Reihe
2 a,(z=z,)
Beispiel:
(z+1) Lo (w+6) W +12w+36
(2 (z=2)(z=5) :“Z:'_{Sf(w)_(w+3)~ 7 (wH3)w?
1 12
;;Zf( W)= w+3 )t
) 1 _l_ 1 :1_.30 72”:m B nW”
‘w\<3iw+3—3 —K 3 n=0( 3) Z;}( 1) o
3
1 1 1 1 < 3" & L
>3 == - = —1)"
|W| w+3 w B 71 w n;m( W) ”:Z_:y ( ) g+l
w
[0<hwl<3"S70<lz—sl<3): ()= 3 (1 E23Sy 12
=0 3 (z—5)
=a,=(—1 )"3”1H =, 0= Hebbare Singularitit
Komplexe Fourier-Reihe:
_2m
T
= = & intTy
=2 coe,= 2, c, "= ce T ,VteR,VceC
W= W= 1 o
c”:<elr1m1’f'>:7 J. e*ln“)l.f'([)dt

¢
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Bekannte Fourier-Reihen
Mit h kann man die Amplitude der Kurve bestimmen.

Dreieckpuls

8—11 coswt+%cos3 wt+5—12c0s5 wt+...

o
eIl

=—}; sinwt—%sin 3wt+L,sin5 wtF...
™ 3 57

ysin((2k—1)wt)
(2k—1)

Rechteckpuls
_4h < sin((2k—1) wi) NN ‘;
O IaaaN |

:ﬂ sinwt+lsin 3wt+]—sin5wt+...
T 3 5
et
4h

cos wt— LcosB wt+l0055 wtF..
e 3 5

- 1 cos((2k—1)wt) |
2k -1 | ‘\ |

Sagezahnpuls (steigend)

&m A 1 sin k wt
TrA:l k

_zh sinwt—LsinZ wt+lsin3wt¥...
s 2 3

Sinuspuls
. _2h 4h
f(t)—t|smwt|—TT Tl'kz

coskat
1 —1
ﬁ 1 cos2wt cos6wt
e g = |

cos4 wt
15

2 3
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Fourier-Transformation

e Rl
Synthese: £ (¢ _\/ﬁfe“‘”-_f(w)dw
Faltungsprodukt -
(fxg)(x ff (x—1) (t)dt:ff(t)g(x—t)dt,xelR
f*g gx [, (fxg)xh=[f*(gxh)
(e f1+B fr)xg=a f%g+B fr*xg(x,BEC)
(Tyf)*g=T,(f*g),(h€R)

Analyse: f”

Eine Funktion fheisst integrabel wenn f |F(¢)dt konvergiert.

Es lassen sich also nur schnell abkllngende Funktionen verwenden.
Beispiele:

[|#]at=c Nicht integrabel!

f |sin (14 ¢)|d t=0

Nicht integrabel!

_f [cos(t+¢p)dt=o0

6.2 —®

lim [5-¢C' =0
3 t—om

2.5 Integrabel
2 :>f 5" d ¢

—x

2009/2010
Méobiustransformation
Ww=T(z)= az+b z:T_l(w)z dw—>b
cz+d —cwta

- Eine Drehstreckung
— Imme reversibel
— Kreistreu (Fiihren Kreise in Kreise (ber)

Laplace-Transformation
s) :f e f(t)dt,seC

. Transformation von Zeit in Bildbereich.

. Wie Fourier-Transformation, nur lasst Laplace auch
divergente Funktionen zu.

. Nimmt alle Funktionswerte fur t<0 gleich 0 an

. Korrespondenz schreibt sich: f(t) -—- L(s)

Beispiele: [

_Jcos (wt) (¢>0)
t =/

f® | o (1<0)

]3 t T t-(—s+iw) el
= S (esiw) g
Lf (s) 0cos(wt)e dt Roe dt ‘R—s+iw B
R 1 __ s
s—iw g+’

Liste von géngigen Korrespondenzen (via Blatter+Wikipedia)

cos(wt) oo s
s 4w?
sin (wt) oo w
s +w
cosh (wt) oo s
2 2
s —w
sinh (wt) oo w
2 2
s —w
1 | 1
s
t" o n!
n+l
1 o w_ (1| 1
Vi \/?_F(i)\l_
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. f F(o)g(s—o)do

c—iw

At 1 1 t
¢ s—A et _Al: In % ty
f(t=h) S E(s ]
(s) cos(w)-f(t) i"lF(S*l’UJ)‘FF(S+l'(U)"
flat) RES 2
x o« sin (wt)- f (¢) TR
) Flsn) 2i~\F(3 iw)—F(s+iw)|
(f(0) —F'(s) cosh(wt) £ (1) S F(s= )t Fs+iw)
1 f(1) (=1)"F"(s) .
h(wt ) f(t) 1 N
—t£ (1) F'(s) stw 5-\F<S*w>*F(S+lw)c
2 (1) F''(s) ia,,(f—fo)" i a,n! o
f(t) TF(O‘)d()‘ 0 0o S
! s T (s+a)™
1 s F(s)=£(0) (n—1)!
() s2F (s)=s £(0)=£"(0) I—e™ a
l s) s(s+a)
[r(ndr S te ™ 1
A (s+a)
1 F(s) " —at
1)/ = n=>1 te (S-|—;1a_/)“+l
‘{f(f—q>”"f'(q>dq’"21 a,f (t)+a, f,(1) a,F,(s)+a,F,(s)
0o F(s)G(s)
{ f(u)g(t—u)du (Faltung) (Multiplikation)
f(t)g(¢) (Multiplikation) 1
o 2

(Faltung)
Vi LA
3
2s?
nf> —(n+1)
3 1
s " T|l+—
n
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Losen von DGL mit Laplace
Beispiel Federpendel:
myp(t)+by(t)+ fy(t)=Kcos(wt),(1=0)
y(t)e=Y(s)
y(t)ees Y(S)_yu
P(1)=5>Y (s) =5 y,—v,

=S (7Y (5) =5y, = v )+ b:(sY (s)= y )+ Y (5)= K ———

s +w

2(ms2+bs+f)Y(s):K~ 2S s+ (ms+b) yo+mv,
s t+w

[woz\\“%,bZOI 2, 2

w = (sP+w?) Y (s)=K. S

'
m s +w

sHSsyytv,

_2 2
W, =Nw,—r
K___ s

m (& +w)(s’+wi)

s _As+B , Cs+D

2 2 2 2\~ 2 2+ 2 2
s tw)(s tw,) s +w, s +w
(

K K
2| 2 2 2 2
w —w |\ sTtwy sTtHw

wf(t):g, 21 5[ cos(w, t) —cos (w?)]
w *UJO
Diese Lésung unter der Annahme dass y0 und vO gleich null sind.

Linienintegral

Wie bei Teichi  § 7(2)d= | /(y (0 (1)

Auch die B;ogenlé'ynge analoa zum Reellen:
Lly):=J Iy (o)t

Beispiel ,,Z”irkulation“:

¢ f(z)dz:ff(e")%e"dt:ff(e”)ie"dt

Partielle Integration
Jr)-g(x)ac=r(x)g(x)=[ £ (x)-glx)dx
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Rechnen mit dem Donut (Komposition/Verknipfung)| . NG 1. . 1
— —In x,n#—-1 In"" x
(uov)(x):=u(v(x)) | x n+1
S(uev) o, , x =
5x (Xo)—u (V<x<))) v (xo) 2 élnx”,n;ﬁo ﬁ]nzx”:%]nzx
2x X
Polynom? I16sen (niitzlich) = ; 11 log, x
12 _ a0 2 Vx 2 5.2, —3 —
ax2+bx+c:0:x1:\b dac b,xzzf\b dactb §x2:§(”)—,\x‘ x Ina
2a 2a — 1 Inlinx, x>0, x#1
) - Ux N gyt xlnx
Partialbruchzerlegung (niitzlich) prwLAL)
A B c log, x L(xlnx—x)
+ = 3% X Ina
(%) q2(x) qi(x) g (x)
= 4-q,(x)+B-q,(x)=c RS 2+x Jai— 2 X = a X
i A BB A=y B=c p YTy et
[ 4+B=0 | ‘ =
= | t =>4, B 1 /3 [, 2 — 2 —_—
GLS| g A—y B=c |G’ oy e vatx g\fa‘+x2+%ln(x+v‘a'+x‘)
Selbiges fiir n Quotienten (A,B,C,D,...)! n(Vx)
Beispiel ' 2 1 Trigonometrische und Hyperbelfunktionen
A B ) 2
P _2+ T3 =m X * Funktion f{x) Stammfunktion F(x)
=>A(x+3)+B(x—2)=1 _1_7 S sin x —Ccos x
= (A+B)-x+3A—2B=1 x’ x ,
umformen COSXx Sin x
:[ A+B=0 1 - { A:l B:_y Exponential- und Logarithmusfunktionen -
GLSDA_QB:U(;M{ 5’ 5} Funktion f(x) st funktion Fx) sin”x l(x—sin)rcos x)
nktion ammfunktion
Hierbei kann der Quotient auch eine Potenz sein ¢, (x)=(x—3)’ unHon jix. unition T 2
e’ e’ cos’x 1 -
. ~ (x+smx-cosx
Integrale und Ableitungen e 1 2 ( )
Tabelle von Ableitungs- und Stammfunktionen %€ sinax cos ax L.
- ax
Potenz- und Wurzelfunktionen P o P 2a
a*In(a)=a"log,(a),a>0 a
Funktion f{x) Stammfunktion F(x) Y . . tan x —In|cos x|
a’ a _ a -
0 0 In(a) " log,(a) cot.x In [sin x
; t
k(keR) hx *(1+In(x)) x>0 . 1 ttan’x an x
cos’x
x" [ 1 ntl xlnbd Y xlnlx
X n#—1 "™ (Inf(+1) Ix['=e x#0
{ ’ - t
n+1 ——=—(1+cot’x) corx
In |x| n=1 1 Inlx| sin”x
X .
(x) £ | arcsin x xaresin x +y 1— x°
Sy ) mf x) In(x) x-In(x)—x
arccos.x xarccos x—1—x

u(x)In (u(x))—u(x)




David Lanzendorfer

Lineare Algebra & Komplexe Analysis (D-ITET) — Zusammenfassung

2009/2010

arctan x anr—L1 (1+2) <1 artanh x Taylorreihen
xarctan x=In * % * Approximieren eine Funktion in der Nahe von x,, durch ein Polynom.
. (k) "
1 arcsin x 1 arcoth x . f (xo) k f (xo) 2
— —— Ixl>1 0 (x—xo) =1 (xo)+ f " (xo)(x = {x=xg) +...
i el L e = Sl (x4 = )
. . (n+1)
: 1 arccosx sin” kx x_sin(2kx) Fehlerabschatzung:  sup g:—f (&) (x—x)"""
V=¥ 2 4k (n+1)!
zl arctan x cos’kx % 4 sin Eikx) Limites
X+l Bernoulli de I'Hopital
2 x—arctan x BLICLRE lim / ((vc; :% Ve lim ! Ex)) =lim fa x)
X +1 Funktion f{x) Stammfunktion F(x) gix gix g\
1 : — Rechenregeln
— Ll_x e v lim (f (x)")=(lim f(x))"
5 +arctan x — Erf(x) m X flx
(¥ 1) 2|41 2 lim (log (/ (x)))=log(lim £ (x))
sinh x cosh x oo e Jr %H _ b limVf (x)=Nlim f(x)
Lot Erf[Vax—="— lim o %)= glim /)
cosh x sinh x 2Va 2Va
tanh x Incosh x u'(x) In Ju(x) Bekannte Limites
coth x In |sinh x| u(x) Limes Gegen Wert
u'(x)u(x) 1 P .
hz—:l—tanhzx tanh ¥ 2(”<x)) sn;x 0 !
cosh’ x
Rekursionsformeln fiir weitere Stammfunktionen N _
2 coth x 1 1 X m—3 1 a*—1 0 In(a)=log a
——=1-coth"x = . . X
inh? f T = T f s o dx,nz2 X
sinh” x (x*+1) 2n-2 (x’+1) 2n=2 7 (x°+1)
arsinh x xarsinh x—Vx’+1 _fsin”(x)dx:n_l-fsin"fz(x)dxflcos(x)sin’H(x),nzz lnxl 0 1
n n x—
h —Jx2— — > . _
areosiy xarcoshx —vx'—1 J‘cos”(x)dx:n’—llfcos” '(x)dx+%sm(x)c0s” '(x), n=2 In(1+x)_log,(1+x) 0 1
rtanh 1 . . -
artamix xartanh x -+~ In(1 —x%) Ableitung der Umkehrfunktion * *
-1 _ 1 T 1 log, (1+x) 0 1
- 1 S )= T ) E log, (1+)
areot xarcothx+gln(x2—1) f(x) L) X In(a)
. x"e ™ 0 0 fall a>0
1 arsinh x Mittelwertsatz
V1 Zwischen zwei Punkten mit gleichem f{x) gibt es mindestens einen Punkt mit xme’f 0 0, substituiere v :l
/'(x) = 0, falls f'stetig und differenzierbar ist. X
/ 1 x> 1 arcosh x Newton-Iteration In (x) 0 0 fall a>0
Vx'—1 (x,)
Konvergiert gegen eine Nullstelle.  x,,,=x,— /f 7 (x"”) xIn(x) © 0 fall a>0
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X n 0 e o Z‘ 1
1+= = log,~—
n /; k 1—z
e'—1 0 1 > (e+k—1) & & !
n kZ::‘] k (1—az )C
trigonometrische Z”:( Iy KK+ sin (x)
Reihen = (2k+1)!
. 3 5
Reihen S T
. /
Bekannte Reihen 305!
Name Reihe Wert i (=1} X cos(x)
= 2k)!
geometrische & 1—q""" k=0 ( A )
Partialsumme Z q 1-q —1-X 4 X
=0 24/
geometrische < B Falls |gl<1 w kil sinh (x
Reihe Z_: aq 1 z X (x)
k=0 a.l—q = (2k+1)!
Sonst: divergent :x+—3 £+
3/ 5007
harmonische | divergent
Reihe ; % i X cosh (x)
lternierend, @ k iert fall = 2!
alternierende _ onvergiert falls a 2 4
i —1)a k U S
Reihe ;; =1 a monoton fallend =1+ ) + 4/ T
gegen 0
alternierende & (=1 11 In(2)=log,(2)
harmon. Reihe =T 1 7§+ 4
binomische Reihe S ol & x €IN:
“\k (1+2z)", p=w
sonst: p=1
Exponentialreihe Z”: 2k e’
k=0 k!
Potenzreihen S B z
z k-z 2
fard (1-z)
o z(1+z)
Kz
Z (i)
2 1
ko _k
;0 of -z l—«xz
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