David Lanzendorfer Analysis 142 (D-ITET) — Zusammenfassung 2009/2010
Komplexe Zahlen m pax © 0 fall >0 Zm: oot 1
Rechenregeln » 0 . oz l-az
z=x+yi X"e * 0, substituiere y =7 T |
I x _yi DS log. 7
A x'In(x) 0 0 fall a>0 ok -
x +iy,)(x,—i w
_I_E I+-,yl)).5 .7..)’2; “In(x) 0 0 fall >0 Z c+k—1 a2 1
Z, \XTey,)ix,—1ry, = k (1—az )
Koordinaten 1+£) * e i trisch B 2kt 1 sin (x)
. . . n rigonometrische £
Polar (Kreis: winkel, radius) Reihen Z;)( 1) BT
x|_[rcose o (p:l e"—1 0 1 XX’
y] \rsing x n =x—Tot -
Sphdrisch (Kugel: radius und zwei winkel) 303!
_y < . X cos(x)
X B rcos 99095@ tangp = . Of((p s21'Trr Reihen Z;}(— 1) K7
TIT|reosIse ino= z —5<0== Bekannte Reihen 2y
\Z rsin@ smmo= T 2 2 =1- 42
VXt YTtz Name Reihe Wert 2 4/
Zvlinder (H o radi . _
vlinder (Héhe sowie radius und winkel) ecometrische z i g i o sinh (x)
x| [rcosp Partial q -
y|=|rsinp 0<p<2m artialsumme i=0 1—¢ k=0 (%k-HS)/
. - _ X x
.‘z . z g]iee(i)}lzetrlsche z gt Falls 1|q|<1 —x+§+5/+‘..
Limites =0 a )
: MTTAN —-q = x2k cosh{x
Berno;l(lil) deol Hopital o) 105 Sonst: divergent ;0 2K
lim ~ =—vVvZslim: =lim - . B ) T,
g(x) 0 g(x) gl(x) harmonische > 1 divergent U S A
Rechenregeln Reihe = 2 4!
lim (f (x)") =(lim f(x))" alternierende = konvergiert falls o, | |I<Onvergenzradius einer Potenzreihe
lim (log(f(x)))= log(llmf( x)) Reih > (=1)a, Konvergenz: z<p
erhe k=1 monoton fallend =i . .
lim ¥ (x) Vlim f(x) 0 p=lim = Divergenz: z>p
lim af %) = glim f(x) gegen ool Untersuchung nétig: z=p
Bekannte leites alternierende Z‘: (-1 In(2)=log,(2) Potenzreihe selbst berechnen
. harmon. Reihe - . =243~ Bsp.:
Limes Gegen Wert k=1
_ 2 PBZ 1 1+x
sin x 0 1 binomische Reihe i o) ( (X)E“|NZ S(x)= PN l—x 1+
—\k 1+z),p=w 1 2 1+ © » )
X k=1 Sonst:pzl l_x :Z X‘/\l .752:(1+x) (_XZ)/(:Z (_I)A(x k+x2k+l)
a*—1 0 In(a)=log,a — = x =0 (=0
x Exponentialreihe i Z_k/ e :f(x):;) (1 +(71)A)(x2"+x2”1)=2;) s p=1
k=0 =0 . =i
Inx 0 1 : - Konvergenzkriterien
x—1 Potenzreihen z k- z* (ljz)z z a,—(L<1=Konvergenz, L> 1= Divergenz)
In(1+x)_log,(1+x) 0 1 k=0 = o
B Quotientenkriterium
X X z o z(1+z)
z /<+|
log, (1+x) 0 1 per] (1-z) L=lim |- .
x In(a)
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Wurzelkriterium 1 1 sin®x 1 (x—sinx-cos x)
= lim WW = - 5 (x—sinx-cos.x
k—w
Majora}jtenkriteriuin <l _ . . Exponential- und Logarithmusfunktionen cos’x % (x +sinx-cos x)
<
Falls ab emer.n k z'ille a|<|b;| dann konvergiert mit der Reihe b auch a Funktion f{x) Stammfunktion F(x)
Integralkriterium sinax cos ax 1,
/(x)=0  monoton fallend, bzw monoton steigend / (x) <0 e e —5gcos
Z S(n) konvergiert genau dann wenn f f(x)dx  existiert I % i tan x —In|cos x|
n=p »
Cauchy cot x In|sin x]
n a*In(a)=a"log,(a),a>0 a*
konvergiert genau dann wenn lilm >a J4—=0 - - - =] +4tan’x tan x
n, 1= |k=] a’ a___a cos™x
Integrale und Ableitungen In{a) log,(a) i) ; cotx
; _ H ——=—(1+cot x)
Tabelle von Ableitungs- und Stammfunktionen (1 +1n(x)) x>0 sin’x
Potenz- und Wurzelfunktionen o ; —
e““(ln \x\+l) ‘x‘X:exIn‘x‘,x;tO arcsin x xarcsin x +V 1—x°
Funktion f{x) Stammfunktion F(x) -
0 0 1 In x| arccosx xarccos x—y1—x’
X
arctan x 1 2
k(k€R) Jox In (x) x-In(x)—x xarctanxfgln(ler )
x" { 1 RS u'(x)In(u(x)) u(x)In(u(x))—u(x) 1 arcsin x
|nt+1 1 Vi—%
{ In |x] n=1 —In"x,n#—1 .
X n+1 -1 arccos x
Sx) o (x) n+1 [
n+1 S ) —Inx",n#0 — 1’y =20 Vi
X 2 2 1
. . arctan x
" ’ [ log, x P
X 1 » x Ina )
5 X X x—arctan x
1 Injind, x>0, x#1 FE)
2x x2 xlnx
X 3 log, x 1 ! = +arctan x
v 2 222 P22 7 Ea T (xlnx—x) (P+1) 2|71
3773 3 a :
Ja— 2  ——— g N sinh x cosh x
"y no et a—x 2=+ L in(=
v n-&-I(V ) Ve + 2 arcsm(a) coshx sinh x
3 [2, .2 —~—— & o E— tanh x Incosh x
3x* X vartx %\e/a2+x'+%ln(x+va‘+x2)
1 2 Vx coth x In|sinh x|
Vx Trigonometrische und Hyperbelfunktionen 1 | tanh x tanh x
1 Ux Funktion f{(x) Stammfunktion F(x) cosh® x
n—1 .
- th
n (V) sin x cos x ———=1—coth’x com
2 1 cosx sin x sinh” x
X X’ arsinh x xarsinh x—Vx>+1
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arcosh x _J2 Zwischen zwei Punkten mit gleichem f{x) gibt es mindestens einen Punkt mit || (polynom mit io keine NS n
xarcoshx —vx'—1 f'(x)=0, falls stétig und differenzierbar ist. z(gradyr?l)sin(wt), sin (wt)- = (a,t")
artanh x vartanh x4~ 1n (1=xY) Newton-Iteration (Polynom mit m
2 . . _ f(x,) grad m)-cos(ot) +cos(wt Z (b,1")
Konvergiert gegen eine Nullstelle. R o
arcoth x reoth +lln( 2_]) f'(x,)
xarcothx +- In{x Taylorreihen i k-fache NS "
. Approximieren eine Funktion in der Nahe von x,, durch ein Polynom. sin (w?) Z a,1")
1 arsinh x " 0 n=0
/27 K Nl m
/x +1 f ( ) k (X )
vy Z (x—x,) :f(x0)+f’(x0)-(x—x0)+j 5 C(x=x) +... +cos(wt ) Z(b ")
1 o> 1 arcosh x k=0 ) =0
—) ~(n+1 R
Va'—1 Fehlerabschitzung:  sup Ezﬂ(x— xo)" cosh, sinh benutze siche e
rtanh (n+1)! Definition
artanh x ..
. Ixl<1 Bogenldnge , Separierbar
Falls y=f(x) in [a.b]: [\ 1+(/"(x)) dx Homogen
- arcoth x R bl V1) ()= (x) h(y)
12" I
Falls x=x(t),y=y(t) in [a,b]: f\ x' ) dt Allgemeine Losung: f 7 )dy:f g(x)dx
sin” kx x_sin(2kx) - - Partikuldre Losung: Anfangswertproblem um (x,,v):
2 4k Differentialgleichungen )
e © sin(2kx) Ansitze f n(y) dy .[ glx
2 4k Inhomogenitiit Falls Ansatz o .
Formen wie log|y|—log\f J+c  werdendabeizu y=c: f(x)
Sonstige Polynom Grad m | 0 keine NS & (a,x") Inhomogen
- - X v (x)=g(x) h(y)+ [ (x)
Funktion f(x) Stammfunktion F(x) Lose zuerst homogen, dann Variation der Konstanten
o = 0 k-fache NS xki (a,x") :i (@, Variation der Konstanten
o Erf (x) = e Sei die Lsung der homogenen DGL 1. Ordnung  ¢-A(x) und die
s ———— sin (w?), i keine NS a-sin(w )+ b-cos(w?) Inhomogemtat}f(x). Setze ¢ = ¢(x) und setze dann in die DGL ein. Vorsicht:
e iagks +e B e b cos (w!) Produktregel mit ¢(x)!
2a ak 2va i® k-fache NS x*+(a-sin(w t)+b-cos(wt)) Beispiel:
<X )
u'(x) Infu(x)| e ¢ keine NS a-e Ve y+8x
u(x) ¢ k-fache NS dox e Homogene Lsg. (Separ(atl())r;)x o (x)
u'(x)u(x 1 2 ) - ¢ = + |
(x)u(x) = (u(x)) e“sin(wx) a + ib keine NS e (a,sin(w x)+a,cos(w x)) ’= 1+x° 7 1+x° 1+x° (Produkiregel!)
2 1 2
- - - - ‘ ; r o - Einsetzen in DGL:
Rekursionsformeln fiir weitere Stammfunktionen e™-cos(wx) ;’Sr ib k-fache x"-e™(a,sin(wx)+a,cos(wx)) —elx)2x e'(x)_ —2x elx) o
f 21 dx= L 5 . 2n_3-f - I dx,n>2 (1+x2?  1+x* 1427 14X
(x ‘H)n 2n72 (x*+1)"7" 2n—=2 " (x*+1)" 2x*+4x7 + o
-2 1 e &c'(x)=8x"+8x=c(x)=2x"+4x’+ = inhomogene Lsg:=———7—
f sin"(x)dx =—— f sin"™*(x)dx - cos(x)sin"' (x),n=2 (Polynom mit ¢ keine NS L , 1+x
2 1 grad m)-e™ e ‘;(an x")
f cos”( cbc—— fcos” *(x)dx+—=sin(x)cos" ' (x), n=2 "~
" ¢ k-fache NS Q =
Ableitung der Umkehrfunktlon e Y (a,yx")=e™- Y (a,x"*)
_ ] 1 1 n=0 n=0
S @)= VS T E S a
f(x) 7))

Mittelwertsatz
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Differentialrechnung
Gradient

S
V=,
I
Richtungsableitung
_VsSv)
D, f= Y1 Y
S
Steigung in Richtung v

Zeigt in Richtung der max. Steigung ( IV 7l )

auf Vf

: Projektion von Vv
Tangentialebene

x

imPunkt P, |V f(P,).| y|-P,|=0 (Abgebrochene Taylorentwkl.)
z
(

in 2D: z=f(x0, y0)+fx xo’yo)'(x_x0)+f~;-(xor yo)(y_y())

Kettenregel
L r 3=/ (), 3(0)
Jacobi-Matrix

s/} [8/h) (8] S f
0x, 5Xx, X3 ox,
0| (85 (81, 6f,
ox, 00X, O X5 ox,
—pl
Di=D =57\ [5f,) (o7, 5f,
Sx, 6x, 6 x, 6x,
Sfw| [0S m| [0S m S fu
dx, 6x, O X3 ox,

Bedingung fiir regularen Punkt: df(p0) hat vollen Rang

Hesse-Matrix

5 f,\’)f ny .fxz
H,=H ()1=V f= S [, f,.| mehrdimensional analog!
f zx f zy f zz
Finden globaler Extrema
1. Innen
1. 16se V f=0 finde dabei zB Punkt p0

2. Uberpriife ob p0 wirklich im Bereich liegt
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3. Berechne die Eigenwerte von H(p0). Falls:

alle positiv: lokales Minimum

alle negativ: lokales Maximum

alle positiv oder negativ: Sattelpunkt

sonst: Entartet

In 2D gilt:
A=detH (p)=1 . (p,)f ,,(p)— 15 (p0)
A>0A f.(py)>0: plokales Minimum
A>0A f.(po) <0: plokales Maximum
A <0 Sattelpunkt
A=0 Entartet

2. Rand

x
g|| »||=0 Die Gleichung des Randes
z

Sei

1.  Finde nichtregulire Punkte: V g=0 bzw. bei mehreren
Nebenbedingungen: dg hat nicht vollen Rang
2. Lése V/f+AVg=0 fprregulire Punkte
g gibt dabei eine weitere Gleichung fiir das Gleichungssys.
3. Ecken

4. Vergleiche die Funktionswerte aller gefundenen Punkte!
Lagrange-Multiplikator
Nebenbedingungen: g, (x, y,z)=0,g,(x, y, z)=0(Wenn nétig umform.)
hx,y,z,A,0)=1(x,y,z)+g,(x,y,z)A+g,(x,y,2)A,
Vh(x,y, z,?\l,?\z):a
Dann mit (zB. Gau}) weiter 16sen

Taylorreihen
1-D
' " (n)
T,(x)=f(a)+fl(/a)(x a)+f25a)(x—a)2+~~+' n'(/a)(x—a)"+~~~
© -(n)
:nZ:O S nﬁa)(x_a)n
2-D
T= (g, 20)= [ (%)= (60, 7o)
S E)FHS () (x=xy) + £, () (=)

+%'(f.u(f0).(x_x0) +2‘f}.»(fo)~(x—x(>)‘(y—yo)+ f,g,-(fo)'(y_J’o)z)

+—[fm To) (e =x g 43 (7)) (= x ) (= 3,)
+3'fxy),-(x0)'(x _xo)‘(y_yo) +f)w,-(f0)'(y_yo)3\)

o)t

1

ot —

N/ Froy x=xg)" (y=y)+--

2009/2010

T =(x0, 0, 20)= (%)= 1 (x4, ¥4, 2,)
()?) (xixo)+f ()?)(y yo)+f( ) (Z*Z()):)
)

(x— xo)2+fw(fo)'(y—yn) +fz:(/‘_7'0)'(z_20)2
7x0>'(y7y0)+z'fx_—(fo)«xixo)'(Z*Zo)
+Z'fyz(;u)'(y_J’o)‘(z_zo)H"'

Satz tiber implizite Funktionen

Seien x,y Vektoren, F{(x,y) eine stetig diff'bare Abbildung und F(x,.y,) = 0.
S5(F,,....F,)

8(yys e 3

existieren offene Umgebungen von x,, und y,, und eine eindeutige, stetig

Falls die Jacobi-Matrix in (x,,y,) invertierbar ist, so

diffbare Abbildung ¢@(x) mit F(x,@(x))=0
Ausserdem gilt: / :,M resp. ' :,M
= = o)

Beispiel:
Gegeben:  y*—5 % 3246 x y*=const, x,=2, y,=1

Gesucht: Naherung fiir Ay fiir Ax=0.001

Losung: f (2,1)=—44#0= Satz iiber implizite Funktionen
Also gilt: (p/(z):,fx@’l):,l_
/(2,1 2

Und damit ist Ay etwa ' A x:_%.o,ool =-0.0005

Satz der lokalen Umkehrbarkeit
verallgemeinert den Satz {iber implizite Funktionen in den |R”
Ist die Jacobi-Matrix df im Punkt x,, invertierbar, so gibt es eine Umgebung

um x;, in der eine Umkehrfunktion g(x) =/~ 1(x) existiert. Ausserdem gilt:

dg(fixg) = (dfixg) " (@fixg)) !

ist hier die inverse Matrix)
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Integralrechnung R-
Wegintegral
$rds=[ 1ty ly )l
respektive falls Vektorfeld: Eﬁ fds= f Sy(e)y'()

Satz von Green/Stokes
Sei v(x,y) ein Vektorfeld. Dann ist

(6V3) 6V2) J‘rol(v)‘ndozgs vds
— N 58
6y 6z rot (v) =0 < Potential existiert
rot(v)=Vxy = LR LS
0z ox
SANELS
ox Sy y
Beispiel:
2
T
3 + 3 + 2 1,z<1
v=rot| x |=|0
2z 2
Gesucht: Fluss durch Oberfliche
Loésung
1. Einsetzen: Bedingung fiir z einsetzen um den Rand zu finden
=x7+y =4
2cosp —2sin@
2. Rand parametrisieren, ableiten: r=|2sin¢p |,7'=| 2cosg
1 0

3. Wegintegral berechnen:
2
sﬁv(r<<p>>=frozv(r<<p>)r'<cp>d<p

2m(=2sing| [—2singp
cos(p | 2cos |d p= 4fcos @+sin (pd(p 8
0

orﬂ

Koordinatensubstztution
Sei @ die Transformation in eine andere Basis. Dann kann man das Integral

f v in der neuen Basis ausdriicken als f v:ldet d 9|
N

Oberfliche
Sei Q ein Korper und S die Oberflache, parametrisiert durch ®(u,v). Dann
gilt:

J do=] @, x®|d u(u, V)=ff |&,x P |dudv
s Q y
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Konkret:
Fliicheim R’

ff flu,v)

Fliche im R
fff (x(u,v), y(u,v),z(u,v))|d, <P |dudv

Fluss
fv( -ido= +f (D XDP,)d u(u,v)

u

wobei n ein Emheltsnormalenvektor auf dem Flachenelement do ist.
1*

Bei der Kugel gilt:  n=—|y|,do= r* cos
r z
be cos’ 0 cosp

ndo =| ac cos® 0sin
ab cos0 sin @

Beim Ellipsoid:

Satz von Gauss
Das Volumenintegral iiber die Divergenz ist das Flussintegral {iber den Rand
des Gebietes.

6v, 6V,

div(v)——+— ——fdlv v dqu virdo
6x sa

2009/2010
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Die Gamma-Funktion ( I'(:) )

.
[ e dr=tim lim [ e
0 X120 1o g

a“le'< %ﬁirtzro
t
a“"e’/s%sonst
t —
I"(terl):ft“e"dtZ(ft“e")fat“']e"dt:F(a)~a=a.’
0 " 0

1 oL
ri;)=vr [ ?da=\2n=V2-r(5)

1
2
Heavyside-Funktion

1 { R—R A
fur allex€[0,o0[:1
@(x):ff(x)dx f:(x—>1 x=0 sonst 0 : :
0 L 0 x<O0

Rechnen mit dem Donut (Komposition/Verkniipfung)
(uov)(x):=u(v(x))
S(uov) , ,
5x (Xo):” (V(Xo))"’ (xo)
Polynom? lésen (niitzlich)
VB —4ac—b = Vb= 4ac+b

ax’+bx+c=0=x= VX, =
! 2a 2 2a

Partialbruchzerlegung (niitzlich)
4 . B c
%(x) ‘h(x) ‘h(x)%(x)
= A4-q,(x)+ B-q,(x)=c R . .
(A+B)-a+BA—yB=c Selbiges fiir n Quotienten (A,B,C,D,...)!

umformen
S| A+B=0 |, 48
GLSLBA_yB:CJGauB J
Beispiel
4, B _ 1
x=2 x+3 (x=2)(x+3)
= A(x+3)+B-(x—2)=1
= (A+B)-x+3A—2B=1

umformen
avp=0 | [, 1 1]
3A—2B=1 cain A=5.8= 5]

Hierbei kann der Quotient auch eine Potenz sein ¢, (x)=(x—3)’

GLS

Analysis 142 (D-ITET) — Zusammenfassung

Kreuzprodukt

YaeR", n=2
ay app Aoy
-~ _la - _la - a
a=|"2,a,=|"2|,....,a,_ = 2(11—1) cR”
a,; a,; Ayn-1)
€ ay o Ay, & 4y A1)
N R e, a, - a, e, a, v oda,
axXa,x---xa:_ =det|® 2= |=f% Do 2n-1)
: As(y-1) : : o Aoy
en an] an(n*l) en an/ aﬂ(n*l]
.
Determinante
A=(a,,)=det A=det(a,)=a,,
a, a a, a
A=|"" "Rlsdet A=det|""" "V |=aapn—apay
aZl a22 a2] aZZ
Ay ap dg Ay ap ag
A=|ay ay ay|=detA=det|a, ay ay
431 Gy Ay 3 Ay dy

Sy Ay, Ap05 A 30y A3 =305, A3 =00y A33— 0, 30y,

Laplacescher Entwicklungssatz
det A=Y, (=1)* -a;det A;(Entwicklung nach der j-ten Spalte)
i=1

detA= Z (=)™ -a;-det A;(Entwicklung nach der i-ten Zeile)
j=1

Beispiel nach erster Zeile

0o 1 2
3 2 1]=02 1—1-‘3 1’+2~‘3 2‘:o+1+2:3
S I P Ol P

2009/2010



